UdeA - iltima actualizacién: 26 de febrero de 2019

Moédulo 3 - Diapositiva 17

Polinomios

Universidad de Antioquia

Facultad de Ciencias Exactas y Naturales



UdeA - ultima actualizacién: 26 de febrero de 2019

Temas

o Polinomios
o Teorema del Valor Intermedio

o Algoritmo de la divisién y Division sintética



UdeA - ultima actualizacién: 26 de febrero de 2019

Polinomios

Polinomio en la variable x

Es una expresion de la forma

P(z) = anz™ + an_1z" o air ao,

donde n es un entero no negativo y cada coeficiente ar es un nimero real.

Cuando a, # 0 decimos que el polinomio tiene grado n. )
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Polinomios en C

Un polinomio en los complejos es una expresién de la forma:

n n—1
AnT +an—1x —|—---—|—a1m—|—ao,

donde n € Ny y cada coeficiente ax € C para k =0,1,--- ,n.

@ 2 4+ 2i es un polinomio en C y no en R

@ 2> — 2z + 1 es un polinomio en R y en C (puesto que R C C)
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Raiz de un Polinomio

Raiz de un Polinomio

Decimos que un valor 7 € C es una raiz de un polinomio P(z) o una
solucién de la ecuacién P(z) = 0, si P(r) = 0. Si la raiz es real y el
polinomio tiene coeficientes reales, entonces el punto (r,0) es un punto de
corte de la gréafica de P con el eje x.

Ejemplos

@ 1/2 es una raiz de la funcién polinomial P(z) = 22 — 922 + 6z — 1,
porque
1 1\? 1\? 1
P(z)=2.({2) _9.(= 2 _1=0.
(3)=2(a) () w210

@ 1+ es una rafz de la funcién polinomial P(z) = 2* — 52 + 8z — 6
porque P(1+1) = 0.
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Teorema del Valor Intermedio para Polinomios

Teorema

Si f es una funcién polinomial y f(a) # f(b) para a < b entonces f toma
cada valor entre f(a) y f(b) del intervalo (a,b). Es decir, si k es cualquier
nimero entre f(a) y f(b), por lo menos hay un nimero c entre a y b tal que

f(e) =k

v
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Ejemplo

Podemos demostrar que la funciéon f dada por
flx) =223 +62% + 1
toma el valor k = 4 para algin valor ¢ entre a = =3 y b = —2,

utilizando el teorema del valor intermedio asi:

Calculamos f(=3) y f(—2), y dado que 4 € (f(=3), f(—=2)) = (1,9),
entonces el teorema nos permite asegurar que existe un valor
c € (—3,-2) tal que f(c) =4.

Notemos que el teorema no nos dice quién es el valor ¢, solo nos
garantiza su existencia.
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Observacion

El teorema del valor intermedio se puede utilizar para mostrar la existencia
de raices de un polinomio.

| A

Ejemplos

@ Para demostrar que la funcién f(z) = 22> 4 62> + 1 tiene una raiz
entre a = —3 y b = —4, utilizando el teorema del valor intermedio,
basta con mostrar que existe un valor ¢ en el intervalo (—4, —3) tal que
f(c) =0, asi ¢ seria la raiz del polinomio f(z) (o interseccién con el eje
z de la funcién polinomial f).

Notemos que f(—3)=1> 0y f(—4) = =31 < 0, luego el teorema del
valor intermedio nos garantiza que existe un ¢ € (—4, —3) tal que
f(c) =0, aunque no nos dice quien es c.

© Dada la funcién polinomial f(z) = 222 — 1, queremos saber si ella tiene
0 no una raiz en el intervalo [—1, 2], para esto determinamos f(—1) =1
y f(2) =7, ya que ambos valores son positivos no podemos afirmar
nada acerca de la existencia o no de una raiz en el intervalo dado.
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Algoritmo de la division

Teorema

Si f(z) y p(z) son polinomios y p(z) # 0, entonces existen polinomios g(x)
y 7(x) tales que
f(@) = p(z)q(x) +r(z)

donde 7(z) = 0 6 el grado de r(z) es menor que el grado de p(z).

El polinomio ¢(z) es el cociente y el polinomio 7(z) es el residuo en la
divisién de f(x) entre p(x).

Ejemplo

Dado que
2zt — 2 — 32% +1 = (¢ — 4)(22° — z + 5) + (—4z + 21),

entonces el cociente de dividir el polinomio 2z* — 2® — 322 + 1 entre el
polinomio z? — 4 es el polinomio ¢(z) = 22> — z + 5 y el residuo de dicha
divisién es el polinomio r(z) = —4x + 21.

N
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Division de polinomios

Algoritmo de la division

Veamos como hallar q(z) y r(z) en el ejemplo anterior:

20t — 2% — 322 41 x2—4
—2z* + 822 22 —z+5  + q(x)
—z® 4527 + 1
23 — 4x
5% —dx + 1
—5x2 + 20
—4dz+21 <+ r(x)

2zt —a® —32° +1 (x® — 4)(22° — x + 5) + (—4z + 21)
f(z) = p) q(x) + (=)
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Division de polinomios

Divisién sintética
Utilizaremos la el método de la division sintética para hallar el cociente y el

residuo de dividir dos polinomios cuando el divisor es un polinomio de la
forma x — ¢

Para hallar el cociente y el residuo de dividir 2z* — > — 322 + 1 entre z — 2
procedemos asi:

2 -1 =3 0 1]2
12

2 3 3 6 13
—_— —~
4

q(x) r(z)

2c> + 322 +3x+6 13

Portanto

22" —a® — 32" +1 = (z - 2)(2¢” + 32” + 3 + 6) + (13)



UdeA - ultima actualizacién: 26 de febrero de 2019

Referencias

Sullivan, M. Algebm y Trigonometria, 7 Edicién. Editorial Pearson
Prentice Hall, 2006.

Swokowski, E.W. Cole, J.A. Algebm y Trigonometria con Geometria
Analitica 13" Edicién. Editorial Cengage Learning, 2011

Zill, D. G. Dewar, J. M. Algebm, Trigonometria y Geometria Analitica, 3%
Edicién. Editorial McGraw-Hill, 2012.




