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Teorema del Residuo

Veremos ahora algunos resultados que son vélidos para polinomios
f(z) € Clz], es decir con coeficientes en los complejos, por tanto con
coeficientes reales.

Si un polinomio f(z) se divide entre x — ¢, entonces el residuo es f(c).

Ejemplo

Utilizando divisién sintética podemos hallar el residuo de dividir
f(z) =2 — 222 + = — 1 entre = — 1, asf:

1 2 1 -1 [1
1 -1 0
1 —1 0 —1 <« residuo
~—

y con el teorema del residuo, tenemos que

f(l)y)=1—-2+1—1= —1 < residuo.
~—
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Teorema del Factor

Teorema

Un polinomio f(z) tiene como factor a x — ¢, si y sélo si, f(c) = 0. Es decir
que x — c es factor, si y sélo si, ¢ es raiz.

Ejemplos

@ Dado que para f(z) = z* + 322 + 42 + 12 se tiene que

f(-3)=(-3)°+3(—3)* +4(-3)+12 =0,

el teorema del factor nos dice que  + 3 es un factor de f(z) (—3 es
raiz de f(z)), de hecho el polinomio f(z) se puede factorizar como

f(@) = (z +3)(2® +4).

@ El teorema del factor nos garantiza que x — 1 es un factor de
p(x) = 2219 — 1, porque p(1) = 0, pero que = + 3 no es un factor,
porque p(—3) = (=3)%°¢ —1 £ 0.
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Teorema Fundamental del algebra (Carl Gauss - 1799

Teorema Fundamental del Algebra

Si f(x) es un polinomio en los complejos de grado mayor o igual que uno,
entonces f(z) posee al menos una raiz, que puede ser real o compleja.

Teorema de la factorizacién completa para polinomios

Si f(x) es un polinomio en los complejos de grado mayor o igual que uno,
entonces existen z1, 22, -+ ,zn € C (no necesariamente distintos) tales que:

f(@) = a(z —z1)(z - 22) -~ (z = 20)

siendo a el coeficiente principal de f(x).

Teorema (Nimero méximo de raices de un polinomio)

Todo polinomio en los complejos, de grado n, tiene como maximo n raices
complejas diferentes.
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Observaciones

@ El teorema fundamental del dlgebra nos garantiza la existencia de n
raices complejas (no necesariamente diferentes) para todo polinomio en
los complejos, de grado n > 1.

@ El teorema de factorizacién completa nos muestra que todo polinomio
en los complejos, de grado n > 1, puede ser factorizado como el
producto de n factores lineales (no necesariamente diferentes), siendo
cada factor de la forma x — z; con z; raiz del polinomio.

@ El ultimo teorema nos limita el niimero de raices de un polinomio en
los complejos, este nimero no puede superar el grado del polinomio.

@ Los teoremas anteriores nos garantizan la existencia de raices de un
polinomio en los complejos y de su factorizaciéon completa, pero no nos
dan un método para hallarlas, aun asi, la combinacion de ellos, en
ocasiones nos permite una factorizacién completa.
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Ejemplos

@ El polinomio p(z) = 2> — 1 tiene como méximo dos raices complejas y
puede ser escrito como el producto de dos polinomios lineales asi:

2 —1=(z+1)(z—1),
es decir que 1 y —1 son dos raices diferentes de p(x).

@ #? —2x+ 1= (z— 1)(z — 1) tiene una tnica raiz que es 1 y se puede
escribir como el producto de dos factores lineales repetidos.

@ El polinomio 2? + 1 = (z + i)(z — ) tiene dos raices complejas
diferentes (ninguna de ellas real).

@ El polinomio 2® — 2® + = — 1 = (z — 1)(x + i) (x — i) tiene tres raices
complejas diferentes (una de ellas es una rafz real).

@ El polinomio 2? + (1 — )z — i = (z + 1)(x — 4) tiene dos raices
complejas diferentes (una de ellas es una raiz real).
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Multiplicidad de una raiz

Si un factor z — ¢ se presenta m veces en la factorizacién del polinomio f(z),
entonces decimos que c es una raiz de multiplicidad m del polinomio f(z).

Teorema (Nimero exacto de raices de un polinomio)

Si f(x) es un polinomio de grado n > 1 y si cada raiz de multiplicidad m se
cuenta m veces, entonces f(x) tiene precisamente n raices.

El polinomio f(x) = x3(x + 2)(x — 2)* tiene grado 8, sus raices son: 0 de
multiplicidad tres, —2 de multiplicidad uno y 2 de multiplicidad cuatro, asi
al sumar las multiplicidades de cada raiz obtenemos como resultado el
grado del polinomio.
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Raices Racionales e Irracionales

Teorema (Raic

Toda raiz racional de un polinomio con coeficientes enteros
n n—1
f(@) = anz™ + an—1 + -+ a1z + ao, an #0

es de la forma

)

ulo

donde ¢ es un divisor de ap y d es un divisor de a,.

Este teorema no da un método para hallar las raices racionales de un
polinomio, pero si determina que si existe una raiz racional esta debe tener
la forma mencionada, por tanto conociendo los divisores de ap y de an y
realizando su cociente se obtendrén los candidatos a raices del polinomio.
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Raices Racionales e Irracionales

Ejemplo 1

Para hallar todas las raices racionales de P(z) = 2® — 3z + 2, procedemos
hallando los divisores de ap =2 y a, = 1:

Divisores deag = 2 : £1, 42 Divisores dea,, = 1: £1.

Utilizando el teorema anterior podemos concluir que si P(z) tiene raices
racionales estas deben estar en la siguiente lista: +1, +2. Para verificar si
alguno de estos valores es o no una raiz basta con aplicar el teorema del
factor:

P(1)=0, P(-1)=4, P(2)=4, P(-2)=0

lo que muestra que P(z) tiene dos raices racionales: 1 y —2. Podemos
ademads factorizar completamente el polinomio utilizando esta informacién
y divisién sintética:

2 —3c4+2=(x—-1)>%*(z+2).
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Raices Racionales e Irracionales

Ejemplo 2

Veamos que el P(x) = 2 + 32% — 42 + 6 no tiene rafces racionales. Para
esto tenemos que

Divisores de6 : +1,42,+3,+£6  Divisores de1: +1.
Por tanto las posibles raices racionales de P(x) son:
+1, 42,43, 46
y utilizando el teorema del factor, obtenemos que:

P(1)=6, P(-1)=12, P(2)=18, P(-2)=13,
P(3)=47, P(-3)=18, P(6)=306, P(-6)=-78,

lo que muestra que P(z) no tiene raices racionales.
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Raices Racionales e Irracionales

Raices irraciona

Si los coeficientes de
p(z) :an$n+an—1$n71 + a1z 4+ ao an # 0

son enteros y si ¢c1 = s + ty/u es una rafz irracional de p(z) (con v € N no
cuadrado perfecto y s,t € Z), entonces ca = s — t1/u también es una rafz de

p(z).

Este teorema nos dice que las raices irracionales (de un polinomio con
coeficientes enteros) de la forma s + ¢\/u vienen por pares conjugados, no
afirma que todas las raices irracionales viene por pares conjugadas, solo las
de esta forma.
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Hallar el polinomio de menor grado con coeficientes enteros tal que 3 y
1+ v/2 son dos raices del polinomio.

Notemos que se quiere el polinomio de menor grado con estas
caracteristicas, pues cualquier otro multiplo de este polinomio también
cumpliré estas propiedades. Dado que el polinomio pedido debe tener
coefientes enteros entonces por el teorema anterior si 1+ V2 es raiz,
también debe serlo 1 — v/2, tomaremos entonces el siguientes polinomio
ménico (coeficiente principal es 1):

p(z) = (m73)[w7(1+\/§)] [xf(lf\/i)}
v-3) [@=1)=V2| [= - 1)+ 2]

-3)[(z—1)* 2]
z—3)(z? =22 —1)
= 2°—52°+5c+3

(
= (z
(
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Polinomios

Suma y producto de raices

La suma y el producto de las raices del polinomio
p(x) = anz™ + an—12" "+ carz + ag, an#0

vienen dados en términos de sus coeficientes por medio de:

, An—1 P ao
@ Suma de raices= ——— @ Producto de rafces= (—1)" —

Gn an

Ejemplo

Para el polinomio
P(z) =2z° — 3z* — 22+ 3

tenemos que ap = 3, an—1 = —3 y a, = 2, por tanto al sumar sus raices
debemos obtener el valor g y al multiplicar sus raices debemos obtener el

valor —%. De hecho sus raices son 1, —1, %
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Polinomios

Polinomio Irreducible

Un polinomio con coeficientes en algin conjunto S de ntmeros es
irreducible sobre S, si no se puede escribir como el producto de dos
polinomios de grado positivo con coeficientes en S.

Ejemplo

@ z? — 5 es irreducible sobre los racionales por que no se puede escribir
como el producto de dos polinomios que tengan coeficiente racionales.
Sin embargo z® — 5 no es irreducible sobre los reales porque se puede
escribir como

> — 5= (z—V5)(z+V5)

@ Todo polinomio sobre R de la forma ax + b de grado 1 es irreducible
sobre R, por ejemplo el polinomio 2z 4+ 1 o el polinomio %x + 7.
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Raices Compleja

Teorema (Raices complejas conjugadas de un polinomio)

Si un polinomio f(z) de grado n > 1 tiene coeficientes reales y si z = a + bi
con b # 0 es una rafz compleja de f(x), entonces su conjugado zZ = a — bi
también es una raiz de f(z).

Este teorema nos dice que las raices complejas (con parte imaginaria no
nula), de polinomios con coeficientes reales, vienen por pares conjugados.

Todo polinomio con coeficientes reales y de grado impar tiene al menos una

raiz real.
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Encuentre un polinomio con coeficientes reales de menor grado que tenga
por raiz a —4 con multiplicidad dos y a 2 — 37 con multiplicidad uno.

Un polinomios que cumple con las condiciones dadas es:

p(z)

[z — (=4)]” [z — (2 - 30)] [& — (2 + 30)]
(z +4)° [(z — 2) + 3i] [(z — 2) — 3d]
(z+4)* [(x —2)* - (30)7]

(x4 4)*(@2° — 4z +4+9)

(a:2 + 82 4 16)(z® — 4z + 13)

2zt + 42® — 32% + 40z + 208
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