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Identidades Trigonométricas

Definicién

Una identidad trigonométrica es una igualdad entre expresiones que
contienen funciones trigonométricas y es valida para todos los valores del
angulo en los que estdn definidas las funciones (y las expresiones
trigonométricas involucradas).

| 5\

Ejemplo

Q cos®z + sen? z = 1 se cumple para todos los z € R

@ tan’z = 1 no es una identidad, pues no es vélida para todo z en el
dominio de la funcién.

Para demostrar una identidad trigonométrica, se puede transformar uno de
los lados de la igualdad en el otro (en general se comienza con el més
complejo) o transformar (de manera reversible) ambos lados de la igualdad
en una misma expresion.
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Identidades

Identidades Fundamentales

Las siguientes son identidades fundamentales, para x en el dominio de las
respectivas funciones, que se derivan directamente de la definicion de las
funciones trigonométricas.

sen T
Q tanx = © cscx =
cos x sen T
1 1 cos T
@ secx = Q cotx = =
COS T tanx sen

Identidades Pitagéricas

2 2
sen“x +cos“x =1

2 2 2 2
1+tan®xz =sec” 1+cot“x=csc”x
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Verifique la identidad

cscr —senx = cotx - cosx

utilizando las identidades fundamentales y/o las identidades pitagdricas.

COs T
cotx-cosx = - COST
sen
A cos? x 1 —sen’z
sen x sen x
1 sen?

senx senx

= CsCIx —Ssenx
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Ejercicio resuelto 2

Verifique la identidad

t
_sent =csct 4 cott
1 —cost

utilizando las identidades fundamentales y/o las identidades pitagéricas.

1 cost 1+ cost

t tt = =
csct A co sent N sent sent
_ 1+cost 1—cost 1—cos?t
- sent 1—cost sent(l— cost)
sen? ¢

sent(1l — cost)

sent
(1 — cost)
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Férmulas para suma y/o resta de dngulos.

Para z1,z2 € R, en los cuales estén definidos las funciones, se cumple que:

Coseno de una suma y/o de dngulos

cos(z1 + T2) = COSx1 COS T2 — Sen x1 sen T

cos(z1 — @2) = COS X1 COS T2 + sen x1 sen T

Seno de una suma y/o resta de dngulos

sen(z1 + z2) = sen 1 cos T2 + COS T1 sen T2

sen(z1 — T2) = sen 1 CoS Tz — COS T1 SN T2

Tangente de una suma y/o resta de dngulos

tanxzi + tan xo
1 —tanx; tanzsy’

G —t
tan(z1 + x2) = tan(zy — x2) = anr; — tan s

" 1+ tanz tan oo




Ejemplos

Ejemplo 1

o 771'
1 = -
cos 105 Ccos ( 15 )
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= cos (%Jrg)

o () (3) - () 5

CHECES
-9

)
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Ejemplo 2

wn(5-1)

tan 15° = tan(mw/12)
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Formulas para angulos dobles

Seno y coseno de un dngulo doble

Para todo = € R en el cual las funciones estén definidas se cumple que:
2 2
cos2x = cos” x —sen” x

sen 2x = 2sen x cos x.

Note que las férmulas anteriores se pueden demostrar usando las férmulas
para angulos dobles asi:
cos(2z) = cos(z+ x)
= cos(z)cos(z) — sen(z) sen(x)
2

= cos’(z) — sen®(z)

sen(2x) = sen(x + )
= sen(x)cos(z) + cos(z) sen(x)
= 2sen(x) cos(x)

10
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Formulas para mitad de angulo

Seno y coseno de mitad de dngulo

Para todo z € R en el cual las siguientes funciones estén definidas se
cumple:

2 (T 1 Q(x) 1
) Y=z@a- :
COs (2) 2 ( COS ZI,') 5 sen B) 2( COs :L’)

Ejemplo

De la férmula anterior tenemos que cos (g) =4 l(1 + cosz), para

determinar sen(57/8) es necesarlo tener en cuenta que 5—" es un dngulo en

el cuadrante II, por tanto cos(°F) < 0 y asi:

cos om = cos 1+co 51 \/1 (1+(—COSE))
8 B 4 2 4

1—— 2

1
2
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Ecuaciones Trigonométricas

Definicién

Una Ecuacién trigonomeétrica es una igualdad entre expresiones que
contienen funciones trigonométricas y es valida sélo para determinados
valores del dngulo en los que estdn definidas las funciones (y las expresiones
trigonométricas involucradas).

Ejemplo 1

| A

Las soluciones de la ecuacién:

senx = % en el intervalo [0, 27)

_ — 57
sonr=7gyx=-

Las soluciones generales son:

.TZ%-FQ’NJT y xz%r—l—Qnﬂ con mnEeEZ

19
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Ejemplo 2

Las soluciones de la ecuacion:

tanz = —1 en el intervalo [0, 2)

— 37 — In
sonx=<Fyzr=-

Las soluciones generales estan dadas por: z = 37" +nmT con neEZ

Ejercicio resuelto 1

Encuentre las soluciones de la ecuacién cotz + 1 = 0 para = € [0, 27).

Se quiere solucionar la ecuaciéon cot z = —1, para esto note que utilizando
las identidades fundamentales se tiene que:
1
cotx = ——~, con tan(z) #0
tan(x)
. . - 1 .
Por tanto se quiere solucionar la ecuacion ——— = —1 o equivalentemente,
tan(x)

— 3 __ 3w _

tanx = —1, cuyas soluciones son z = °f y © = .

13
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Encuentre las soluciones de la ecuacién sen’ z + 4sen x + 3 = 0 para
z € [0, 2m).

Para solucionar esta ecuacion note primero que la expresion puede ser
factorizada como:

0=sen’z +4senz + 3 = (senz + 1)(senz + 3),

por tantosenz +1=0 & senz +3 =0 y entonces se deben solucionar las
ecuaciones:
senx = —1 y senr = —3

Note que la segunda ecuacién no tiene solucién pues —3 ¢ [—1,1] (rango de
la funcién seno), por tanto solo se debe solucionar la ecuacién

senz = —1 en [0,27),

cuya unica solucion en el intervalo es

Xr = —.

2

14



UdeA - ultima actualizacién: 22 de marzo de 2019

Ejercicio resuelto 3

Encuentre las soluciones de la ecuacién cos (495 — %) = g para x € [0, 27).

Si se hace u = 4x — 7, entonces la ecuacién a solucionar es

V2

CoOsU = ——.

2

Las soluciones a esta ecuacién para u € [0,27) son u = T y u = %", pero
dado que es x quien se debe considerar en este intervalo y no u, entonces
debemos ver las soluciones generales u= 7 +2nmw y u = %’r + 2n7 con

n € Z, ast:

s T T Vs
Por tanto
x:E+n—W x:3+n—w con n €7
8 2 Y 2 "o '

Asi basta ver para cuales n € Z obtenemos valores de z € [0, 27), lo que

muestra que las soluciones son:
w0/ g 30 7 5m 9m 13w
- ) 2 ) 7T7 2 ? 8 ) 8 ’ 8 ) 8 .

15
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