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Angulos de Elavacién y de Depresion

La siguiente terminologia es frecuentes en los ejercicios de trigonometria

Ejemplo

Suponga que un observador en el punto X ve un objeto. El angulo que la
linea de vista forma con la horizontal [ se denomina angulo de elevacion
del objeto si el objeto esta sobre la linea horizontal. En cambio, Si el objeto
esta debajo de la linea horizontal [, se dird angulo de depresion del
objeto.

Objeto

Angulo de elevacion
Horizontal

l

Angulo de depresion

Objeto




UdeA - ultima actualizacién: 7 de diciembre de 2018

Ejemplo

Se desea determinar la altura de un drbol que proyecta una sombra de 150
metros de longitud, si el d4ngulo de elevacién al sol es de 30°.

150m

Si llamamos h a la altura del arbol, entonces para solucionar el problema
basta con determinar h en el tridngulo rectangulo anterior. Notemos que h
en el tridngulo es la medida del cateto opuesto al dngulo 30° y que
conocemos la medida del cateto adyacente al dngulo 30°. Por tanto solo
necesitamos una razon trigonométrica que nos relacione estos dos lados, asi
basta tomar la funcién tangente para este angulo:

V3

tan(30°) = ﬁho luego  h =150 - tan(30°) = 150 - o & 86, 6m
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Observaciones

@ Un triangulo oblicudngulo es aquel que no contiene un angulo recto.

@ La sumas de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°.

Notaciones

| 5\

@ Los vértices de un tridngulo se denotardn con A, By C

@ Los dangulos en A, B y C se denotardn con «, 8 y 7y, respectivamente y
las longitudes de los lados opuestos a estos dngulos por a, b y c,
respectivamente.

- B
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Ley del Seno

Para el tridngulo oblicuangulo de la figura

se satisface que:

sena  senf3  senvy

a b c
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Observacion

La ley del seno estd formada por las siguientes tres férmulas

sen o sen 3 3 a b
= fe) =
a b sena  senf3
sena  senvy ; a c
= —" o) =
a c sena  senvwy
sen 3 sen -y , b c
= (o) =
b c sen  senvy

La ley del seno se usa para hallar las partes restantes de un triangulo obli-
cuangulo, siempre que conozcamos cualquiera de lo siguiente:

© dos lados y un dngulo opuesto a uno de ellos (LLA) .
© dos dngulos y cualquier lado (ALA o AAL).
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Ejemplo 1.

Un topégrafo desea medir la altura de una torre situada en la ribera opuesta
de un rio sin necesidad de atravesarlo. Para tal fin, coloca un teodolito en
cierto punto P, de tal manera que la horizontal coincide con el pie de la torre
y mide un angulo de elevacién de 25°. Camina 74 m en linea recta hacia el
pie de la torre y haciendo coincidir nuevamente la horizontal con dicho pie,
mide un dngulo de elevacién de 49° ;Cuél es la altura de la torre?
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Tenemos que PS = 74m, ZQPR = 25° y ZQSR = 49° y queremos
averiguar el valor de QR.

Notemos que en APQS tenemos que ZQSP = 180° — 49° = 131°, lo que
nos permite calcular

ZPQS = 180° — 25° — 131° = 24°.

Por tanto en el tridngulo PQ.S podemos aplicar ley de senos (caso AAL)
para conocer la medida del lado SQ), asi

SQ 74 ——
—=— 1 ~
sen25°  sen 24° uego. SQ~TTm
En el tridngulo rectdngulo SQR podemos utilizar la funcién seno para el
angulo S = 49° asf:
sen 49° = % luego RQ = 77 - sen49° ~ 58m

Por tanto la altura de la torre es de aproximadamente 58 metros.
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Se quiere solucionar un tridngulo para el cual se conocen dos lados y un
angulo opuesto a uno de ellos (caso AAL con « opuesto a a):

a =6, b =28, o = 45°

Para hallar los otros elementos de este tridngulo utilizaremos la ley del seno
para determinar el dngulo 8 opuesto a b

4 o
sen6 o = ser816 as{ sen ff =

8-send5° 22
6 3

para lo cual tenemos dos posibles valores de § (la funcién seno es positiva
en los cuadrantes I y I ) que son (tomaremos aproximaciones):

B =170,5° o B = 109,5°

Notemos que ambos dngulos cumplen que o + 3 < 180° (podria ser que
alguno de ellos no cumpliese esta condicién). Con cada uno de estos dos
valores de 8 podemos calcular el valor del dngulo restante ~:

10
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@ Si f1 =70,5° (ACBO), entonces v = 180° — 70,5° — 45° = 64,5° y
c 6

= 1 = CB =
SonGi5e — sendpe  lweso  ¢=CB=TT

@ Si B2 =109,5° (ACAO), entonces v = 180° — 109,5° — 45° = 25,5° y
c 6 ——
= 1 =CA=
sen255°  semde  1UBO =C0A=3T

Asi tenemos dos posibles tridngulos que cumplen con las condiciones
iniciales, que son los mostrados en la figura:

)
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Ley del Coseno

Teorema

Para el tridangulo de la figura

se satisface que:

a? =b* 4+ % — 2bccosa 62:a2+c2—2accosﬂ

E=d>+b - 2ab cosy

19
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Observacion

Si a = 90°, entonces cosa = 0 y la ley de los cosenos

a?=b%+c* — 2bccosa

se reduce a
2 2 2
a”=b"+c
Esto demuestra que el teorema de Pitagoras es un caso especial de la ley de
los cosenos.

La ley del coseno se usa para hallar las partes restantes de un tridngulo
oblicudngulo, siempre que conozcamos cualquiera de lo siguiente:

@ dos lados y el dngulo entre ellos (LLA).
@ tres lados (LLL).

13
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Ejemplo

Una torre de 125 pies se localiza en la ladera de una montana que tiene una
inclinacién de 32° respecto de la horizontal. Se fijard un alambre de sujecién
a la parte superior de la torre y se anclard en un punto a 55 pies colina abajo
de la base de la torre. Determine la longitud del alambre.

125

14
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Sabemos que
ZACE =90° — 32° = 58°

por tanto
/BCA =180° — 58° = 122°

Asf en el tridngulo ABC podemos aplicar ley de los cosenos y conocer la
medida del lado AB

AB” = 55% +125% — 2(55)(125) cos 122° ~ 25 936p
Luego

AB ~ 161p

Por tanto la longitud del alambre es de aproximadamente 161 pies.

15
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Los dngulos de elevacién de un globo desde dos punto A y B al nivel del suelo
son de 24 y 48 grados respectivamente. Si los puntos A y B estén separados
por una distancia de 8 millas y el globo estd entre los puntos A y B, en el
mismo plano vertical, determine la altura del globo sobre el suelo.

Q

2 24 8° .'/'\s

Este problema puede ser resuelto usando la ley del seno o utilizando la
razén trigonométrica tangente para los dos tridngulos en que parte la altura
OP = h al tridngulo AOB (siendo O el punto de ubicacién del globo).

16
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@ Utilizando ley del seno (ALA) en el tridngulo AOB:
El 4ngulo AOB = 180° — 24° — 48° = 108°, por tanto

OB _ 8 asi OB — 8 sen 24°
sen?24°  sen 108° Y " sen108°
Luego
o o o
sen 48° — h ~ hsen108 v asth/h = 8 sen 24° sen 48 ~ 2.5 millas

OB  8sen24° sen 108°

e Utilizando tangente para el tridngulo AOB: Si AP = z millas y
PB = 8 — x millas, entonces en los tridngulos AOP y POB tenemos:

tan 24° = h y  tan 48° = h
T 88—z

y despejando e igualando h obtenemos: = tan 24° = (8 — x) tan 48°, es

. b 8
decir, T = — 745 tan ago» Por tanto

o 8 tan 24° .
h=ztan24" = ——— =~ 2 11
el tan 24° + tan 48° ,3millas

17
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Un barco sale de un puerto a la 1 p.m. y navega al S35°E a una velocidad
de 24 millas por hora. Otro barco sale del mismo puerto a la 1 : 30 p.m. y
navega al S20°0O a 18 millas por hora. jAproximadamente a qué distancia
estan uno del otro a las 3 : 00 p.m.?

0] situacion descrita, por tanto en el

tridngulo AOB tenemos que

OA = 48 millas y OB = 27 millas

son las distancias recorridas por

43 cada uno de los barcos en dos horas
vy una hora y media respectivamente,

B asi para obtener la distancia AB

basta con aplicar la ley del coseno:

A

AB

\/482 4 272 — 2(48)(27) cos 55°

El tridngulo AOB ilustra la 39,3 millas

Q

1R
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