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presion Racional

Expresion Racional

Una expresién racional es una expresion de la forma

P(x)
Qz

)
donde P(z) y Q(z) son polinomios y Q(z) # 0.

Expresion Racional Propia

Una expresién racional es una expresién racional propia (o fraccién
propia) si el grado del polinomio del numerador es menor que el grado del
polinomio del denominador.

Consideraremos expresiones racionales simplificadas, es decir, en las cuales
los polinomios del numerador y del denominador no tengan factores en
comun, (caso contrdrio podemos simplificar la expresién).

Q
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Ejemplo

La expresiéon racional
2¢ — 3

3z2 4+ Tx — 1
es una expresién racional propia, pero las siguientes expresiones no lo son

22743 22° — 3
24+ T7r—1 H 22+ 7r—1

Reescribimos las dos dltimas expresiones utilizando el algoritmo de la
divisién
22° +3=2(z® + 7 — 1) + (—14z + 5)
y
2z — 3 = (2z — 14)(¢® 4 7z — 1) 4 (100z — 17)

y obtenemos las expresiones (que tienen al final una fraccién propia)

22° + 3 _ oy Mz
224+ Tx—1 24+ Tr—1
X 3
2z° — 3 9% — 14 + 100z — 17

2 7e_1 Uy 2+ 7 — 1



UdeA - dltima actualizacién: 5 de diciembre de 2018

Fracciones Parciales

Descomposicion en Fracciones Parciales

o . - . P(z)
Podemos escribir cualquier expresion racional Q(z) COMO suma de

expresiones racionales cuyos denominadores contienen potencias de
polinomios de grado no mayor a dos.

Observacion

Para hallar la descomposicién en fracciones parciales es necesario que P(z)
tenga grado menor que Q(z), es decir, aplicamos la descomposicién en
fracciones parciales a expresiones racionales propias.

Si queremos encontrar la descomposicion en fracciones parciales de una
expresién racional que no es propia, podemos utilizar el algoritmo de la
divisién para reescribir la expresiéon como la suma de un polinomio mas una
expresién racional propia y aplicar la descomposicién en fracciones parciales
a esta nueva expresién propia (ver ejemplo al final).
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Descomposicion en Fracciones Parciales

P(x)
Q)
@ Verifique que el grado de P(z) es menor que el grado de Q(z). Si este

no es el caso, utilice el algoritmo de la divisién para obtener la forma
apropiada.

Directrices para hallar la descomposicién en fracciones parciales de

@ Factorice el denominador Q(z) como un producto de factores lineales
de la forma pz + g o factores lineales cuadraticos irreducibles
ax® 4 bx + ¢, y agrupe factores repetidos para que Q(x) sea un
producto de factores diferentes de la forma (pz 4+ ¢)™ o (az® + bz +¢)”
para enteros positivo m o n.

@ Aplique las siguientes reglas a los factores hallados:

Regla A: Para cada factor de la forma (pz + q)™, la descomposicién en
fracciones parciales contiene una suma de m fracciones de la forma:

Ay N As - A
pr+q (pr+q)? (pz + @)™

donde cada A. € R 6
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Regla B: Para cada factor de la forma (az”® + bx + ¢)™ con az® + bz + ¢
irreducible, la descomposicion en fracciones parciales contiene una suma de
n fracciones de la forma:

Az + B1 Asx + Bo S A,z + By,
ar?r +br+c  (az? + bz + ¢)? (axz? + bz + )™

donde cada A y B es un nimero real.

@ Encontrar los valores Ax y By indicados en la directriz anterior.

Observacion

@ Si en la factorizacién aparecen dos o mas factores lineales repetidos, es
decir, (px + ¢)™ y (rz + s)", entonces a cada uno de ellos le aplicamos
la regla A.

@ Si en la factorizacién aparecen dos o mas factores cuadraticos
irreducibles repetidos, es decir, (az® 4 bz + c)™ vy (da® + ex + f)™,
entonces a cada uno de ellos le aplicamos la regla B.

@ Si en la factorizacién aparecen factores lineales y factores cuadraticos
irreducibles repetidos, es decir, (az 4+ b)™ y (cz® + dz + €)™, entonces
al factor lineal le aplicamos la re#la A v al cuadratico la regcla B.
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Ejemplos de descomposicion en fracciones parciales

Q(z) es un producto de factores lineales distintos
Para descomponer la siguiente fraccién en fracciones parciales
x+ 14
2 —2x—8
Notemos que el polinomio en el denominador de la fraccién se puede
factorizar como producto de factores lineales no repetidos, asi:

z? — 22 — 8 = (z — 4)(z + 2), por tanto podemos aplicar la Regla A, para
obtener que:

33+ 14 _ Al + A2 o A1($+2)—|—A2(CE—4)
z2—2x—8 x—4 x+2 (z —4)(z+2)
es decir,
22 —2r —8 (z—4)(z+2)
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La igualdad anterior nos permite plantear el siguiente sistema de
ecuaciones, basados en la propiedad de la igualdad de polinomios, para los
polinomios en los numeradores de las fracciones:

A1 +A, = 1
2A1 —4A, = 14
y resoviendo este sistema llegamos a las soluciones A1 =3y As = —2, es

decir que la descomposicién en fracciones parciales es:

x + 14 3 2

22 -2 —8 x—4 x+2

| \

Ejercicio

Escriba la forma de la descomposicién en fracciones parciales sin hallar el
valor de las constantes

r—3
(z+1)(z—2)(z+3)(z —6)
(0]
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Q(x) es un producto de factores lineales, algunos de ellos repetidos

Para la expresién racional
z—1
x3 4+ 2x2 +x

tenemos que x> + 2z® + 2 = z(z + 1), es decir que el denominador se puede
factorizar con el producto de factores lineales, uno de los cuales esta
repetido, luego al aplicar la regla A obtenemos:

z—1 _ A As A

w3 +22 4+ x x+1+(w+1)2

_ Ai(z+1)2 + Asz(z + 1) 4 Asz
z(x + 1)2

(A1 4 A2)2? + (2A1 + As)z + Ay
z(z +1)2

10
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Que nos lleva a plantear el sistema

Ai+A2 = 0
241+ A3 =
A = -1
cuyas soluciones son A; = —1, Ao =1 y Az =2, es decir que la

descomposicion en fracciones parciales es:

S S S ST
234202+ oz x+1l 0 (x4 1)2

| N

Ejercicio
Escriba la forma de la descomposicién en fracciones parciales sin hallar el
valor de las constantes

z? +1
(@+ 12— 1)3

11
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Q(x) tiene un factor cuadrético irreducible que no se repite

Para descomponer la fraccién

22° —x + 4
z3 + 4z
utilizamos la factorizacién 2® + 4z = x(x® 4 1), que nos muestra un factor

lineal no repetido y un factor cuadratico no repetido, por tanto usamos la
regla A para el factor lineal y la regla B para el factor cuadrético asi:

20’ —x+4 _ 25 —z+4 _ A | A+ Aszx
23 +4r  x(x24+4) =z x2+4

. Al(IQ + 4) + (A2 + A3I)1‘
- z(z2 + 4)

y planteamos el sistema
A1—|—A3:2,A2:—1 Yy 4141:4
cuyas soluciones son A1 = A3 =1 y Ay = —1, asi:

2z — 4 1 =1l
2y —@e L B

o
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Q(x) tiene dos factores cuadrdticos irreducibles, uno de los cuales se repite

Si tenemos la fraccién:

(2 +1)2(222 + 1)

en la cual hay dos factores cuadraticos, uno de los cuales estd repetido,
utilizamos la regla B para ambos factores asi:

x 7A1+A2$ A3+A4CE+A5+A6$7
(@2 +1)2(222+1) 22+1 (22 +1)2 22 +1

(A1 + Asx)(z? +1)(22% + 1) + (As + Asz) (222 + 1) + (A5 + Apz)(2® +1)2
(2 +1)2(222 + 1)

que expandiendo el numerador, nos queda asociado, para cada potencia de
T asi:

(245 + Ag)z® + (241 + As)z* + (342 + 244 + 246)x°+

(3A1 + 243 + 245)2” + (A2 + As + Ag)z + (A1 + As + As)
13
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y planteamos el sistema:

24, + Ag
2A1 + A5 =
3As + 2A4 + 246 =
3A; +2A3 + 245 =
As+ As+ Ag =
Al + A3+ A5 =

oSO B, O O © O

cuyas soluciones son
A1 =A3=A5=0,A=-2, Ay =—-1 y Ag=4

asi:
T 2x x 4z

(2 +1)2(222 +1)  22+1 (22 +1)2 t ot

14
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Ejemplo: Fraccién parcial de una fraccién que no es propia

Para encontrar la descomposicién en fracciones parciales de la fraccion, que
no es propia,
20t +4x® — 222+ + 7
23+ 222 —x —2

reescribimos la fraccién asi:
2zt +4a® — 20 + 24+ 7=22(2®> + 22> — 2 —2) + (5z + 7)

es decir
2x4+4m3—2$2+x+7_2x+ S5+ 7
3+ 222 —x—2 - 3 +222 —x—2

y realizamos la descomposicién para la fraccién propia

S5 + 7 5t + 7 A B C
= = + +
B+222—2—-2 (z24+1l)(z—-D(z+2) z+1 z—-1 =z+2

Solucionando el sistemas:
A+B+C =

A+ 3B

_ 94 L 9oR1E
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obtenemos que A = C = —1y B = 2, luego

S5x + 7 _ 1 i 2 _ 1
B +22—2—-2 41 -1 zx+2

y realizamos la descomposién en fracciones parciales de la fraccién original
asi:
20 +42° —22° + x4+ 7 1 2 1

2 — _
3 +222 —x —2 v x+1+x—1 T+ 2

| A\

Ejercicio

Escriba la forma de la descomposiciéon en fracciones parciales sin hallar el
valor de las constantes, de las siguientes dos fracciones:

o z2 42
(z =122+ 1)(z2+x+1)
o x® —32% + 122 — 1

23(x2 + 2+ 1) (22 + 2)3 16
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